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Normal Multivariada

« Suponha que tenhamos p varidveis X, X,, ..., Xp
v Vetor de componentes X' =[X1,Xs,..., X,
V Vetor de médias:  #' = [p1, pz. - -, 1.

v Matriz de variancias e covariancias

o1l 012 o Ol

O12 022 Oy
Ex = . ) )

O1p O2p ... Opp

V Variancia da varidvel aleatéria X;:  Var(X;) = ¢i; = 07

V Covariancia entre Varidveis X; e X;: Covar(X;. X;) = i
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Funcao de Densidade de Probabilidade

+ Distribui¢do Normal Univariada: | distanciaquadrtica

padronizada
2
1 1 /x—p
fx(z) = \/ﬁ(xp{—i ( . ) }

+ Distribui¢ao Normal Multivariada:

Fx(x) = @frw%mw?"{; (x u)’,i" (x —u)}

Padronizago volume distancia generalizada
sob superficie quadrdtica padronizada
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V Distancia de Mahalanobis do vetor x ao vetor de
média .
(x—p) 27" (x—p)
- Distancia padronizada ou distancia estatistica
vV Fungdo de densidade da normal p-variada pode ser
expressa como:
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vV Fungdo de densidade da normal p-variada pode ser
expressa como:

fx(x) = kexp {—% (x— ) (2 Aiieze;) (x— u)}

i=1
11, 2

= kexp *52;[%(’1*#)]
=1

-onde . _ 1
BOZEREE
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V Fungiio de densidade da normal p-variada pode ser
expressa como:

Jx(x) = kexp {—% (x - p) (Z Aiieze:) (x - .u)}

i=1
1<-1 , 5
_kexp{ig)\—iel(xu)

-onde ; _ L
(2m)P2[z|'/2
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V Para todos os vetores x e para C constante, tais que

P
€ = (=)= (=) = 0 o [el (x— )]
i=1
VA fungdo de densidade assume o mesmo valor
numérico
V Curva de mesma densidade tem formato de elipsoide
- Eixo principal: dire¢io correspondente a varidvel de maior
variabilidade
- (maior autovalor)
- Segundo eixo: relacionado com a varidvel de segunda
maior variincia
- (segundo auto valor e assim por diante)
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Normal Bivariada
+ Funcdo de densidade de probabilidade (p=2)

1

Froxalon,22) | ()
XX (@1, a0) = ————————exp{ —— :
e 2ra1024/1 — p§12 2(1—pi,) A

2 - Aoy —
+(ww) 72[)12@1 ul)(w m)]}
(op) a1 [ep)

A presenca de correlacdo causa concentragcio
da probabilidade ao longo de uma linha

fix)

7.80

x

.
2.9%niise Muttvariada - 2015

« Curvas de nivel de uma normal bivariada

C*=(x—p)=7 (x - p)

. __ L |(m=m), (o
Ny 1—p? o1 I

- —2p i —m T2 = H2
a1 a9

x>

v Maior semi-eixo:

v Menor semi-eixo:

EREE
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« Varidveis ndo correlacionadas (p;, = 0)

5= eXp
z2 — o\ T — 1
e(5) o () (
g2 a]
__1 ex _1 ("El _'u")z
V2moy P12 o1

1 . Ly —pe 2
Xm@‘""p{ 2( 7 )}
=[x, (1) fxy (22)

correlacionadas
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Iy — [2

Sl

f (T‘ T)— 1 1 (.’Elf.u:[)(+
H1. X552 2170102m 2(1 —Pf‘z) o1

VX, e X, serio independentes se elas forem ndo

+ X1 e X2 independentes

2

3

il =m2=0; sigma =sigrma2=1
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b COIT(XI, Xz) = 0,8

=08

N
\
N

=08

i 1=m2=0; sigmal=sigmaz=i

probabilidade ao longo de uma linha
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V A presenca de correlagio causa concentracdo da

Efeito Correlacao

g

0.5 c=

0.8

¢=0.866
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c=095 c=0.99 c¢=0.995
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¢ =0.99995
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« Variancia generalizada — Normal bivariada

2] = o11o22(1 — p*)

v A medida que p tende a zero a superficie fica mais
dispersa em torno da média
(variancia generalizada maior)
V Quanto maior o valor de |p| menor serd a variancia
generalizada
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Propriedades da Normal Multivariada

Seja o vetor aleatério X ~ Normal p-variada

V Se cov(X,, X,) =0, entdo X, e X, sdo independentes
V As densidades marginais sdo normais
X; ~N(W;, o)
V As combinagdes lineares construidas com componentes
de X sdo normais

vV Qualquer conjunto de k varidveis de X, k < p, tem
distribui¢do normal k-variada

24
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V As distribui¢des condicionais envolvendo subconjuntos
de variaveis aleatérias de X sdo normais

vV Combinagdes lineares de vetores aleatérios que tenham
distribuicio normal multivariada também  sdo
normalmente distribuidas
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Verificacao da Hipotese de
Normalidade
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Métodos de Verificacao — Normal
Multivariada

+ Andlise das distribuicdes univariadas e
bivariadas auxiliam na verificacdo da suposicao
de normalidade p-variada
vV Demonstrar  que  distribuigdes  univariadas e

bivariadas sdo normais ndo implica que o vetor
aleatdrio seja normal multivariado

vV Na prética, € muito grande a chance de o vetor ser
normal, quando aas distribuicbes normais e
bivariadas sdo normais
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Distribuicoes Univariadas — Verificacao da
Normalidade
« Avaliagdo gréfica
V Verificacdo de simetria
- Histograma (n>25)
- Gréfico de pontos (n pequenos)

V Grificos de probabilidade normal
- Testes de hipoteses

V Ryan-Jones

Vv Shapiro-Wilk

vV Anderson-Darling

29
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Graficos de Probabilidade Normal

V Pontos préximos da reta indicam que a hipdtese de
normalidade permanece defensédvel

- H4 muita variabilidade na linearidade para amostras
pequenas.

- Em geral, ndo s@o informativos a menos que o tamanho
amostral seja moderadamente grande (n > 20)

- Linearidade do grafico de probabilidade pode ser medida
pelo coeficiente de correlagdo entre os pontos

V Padrdes de desvio podem fornecer pistas sobre a
natureza da ndo normalidade
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« Grafico de probabilidades normal dos dados:

Probability Plot - Tempo de Vida de Baterias

Normal

8

Percent

Y8888 38 & R

w B

1

160 170 180 190 200 210 220 230
()

V Ser mais influenciado pelos pontos do meio que
pelos dos extremos

V Eixo y com escala de probabilidades (escala z) o
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Grafico de Probabilidades Normal * Distribuigdo de cauda leve

Uniforme

« Pode ser util na identificagdo de distribui¢des
que sejam simétricas mas que tenham caudas
mais pesadas (ou mais leves) que a normal

Percent

B85534 8 8 &

0,0 03 0,6 09 1,2

V Pontos a esquerda tendem a ficar abaixo da linha e a
direita tendem a ficar acima

- As menores e maiores observagdes ndo serdo tao extremas
. 33
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« Distribui¢do de cauda pesada + Distribui¢do assimétrica

2 Exponencial (1)

Percent

R EREER IR

Percent
B 8858838 8 8

1

2,5 5,0 7.5 -2 -1 0 1 2 3 4 5

V Pontos a esquerda tendem a ficar acima da linha e a
direita tendem a ficar abaixo

v Grifico em forma de S
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v Pontos de ambas as extremidades tendem a estar
abaixo da linha

v Grifico tem forma curvada
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Distribuicoes Bivariadas — Verificacao da
Normalidade Distancias Quadraticas Generalizadas

+ Diagrama de dispersdo de pares de varidveis:
v Observacdes provenientes de normal mulvariada: o .
o . V Distancia estatistica de cada ponto amostral ao

- cada distribui¢do bivariada serd normal

. . centréide de todas as observagdes
- plot dos pontos bivariados observados devem exibir &
padrido global aproximadamente eliptico

+ Método mais formal para julgar a normalidade

rfj = (%; —)?)’S_l(x_,- —-X), j=12...n

V Pode ser usada para p > 2

V X|, X,, ..., X, Observacdes amostrais

38
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+ Se populagio for normal multivariada e n e (n — p) Q-Q Plot
forem suficientemente grandes

v Cada uma das distncias quadraticas deveria se
comportar como uma variavel aleatdria X2

« Procedimento:

V Ordenar as distAncias quadrdticas:

v Embora essas distdncias ndo sejam independentes ou cdy P <dp?< . <dy? <

exatamente distribuidas como uma X? € qitil ploté-las

; V Plotar os pares (q,.,((j — ¥2)/n), d(j)?)
como se fossem V q.,(( — Y2)ln) é 0 100(j — ¥3)In percentil superior de
uma X2,

« Em um gréfico de x?os pontos deveriam estar préximos
da linha reta

40
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Exemplo
« Grifico de X?

V Distancias quadraticas generalizadas « Estudo polui¢do do ar

di = (x— xS (x - %) v Amostra: 41 cidades americanas
Vv Os pontos dj2 de uma normal p-variada tem V Varidveis:
distribuigdo X2, - SO2: concentragdo no ar (mg/m3)
- Para amostras grandes - Temp: temperatura

VEm um grifico de X2 os pontos deveriam estar - Popul: populagao, em milhares (censo 1970)

préximos da linha reta - Vento: velocidade média anual (milhas/hora)

- Precip: precipitacdo média anual (pol)
— Dias: nimero médio anual de dias de chuva
v Conjunto de dados: USairpollution{HSAUR2}

41 50
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 Histogramas das varidveis (univariada) + Griéficos de probabilidade univariados
502 Vento
502 . Vento g 2 f
] H R -
gjl:‘:l:;—v—! §§§I=!=D::‘=O=I .. - ~ z 1 0 1 2 I T T
PEemme o7 e e e ey SO2 e Precipitagio: painen oarineo V Grificos para SO2 e Precipitagio
- Forte assimetria Temp Precip desviam-se consideravelmente da
Precip L . - ° n . .
iy V Inddstrias e Populagdo: :3 i "] linearidade
:s 0'=?'=J:3:)=‘w 1 _ Indicios de outliers B B V Gréficos para Indistrias e
sartl tedrico sartl tedrico ~ . . .
Populagdo evidenciam outliers
Indhust Dias
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. Teste de normalidade « Diagramas de dispersdo (bivariada)

45 60 75 0 200 10 40

V Hy: dados se ajustam a distribui¢do normal
. N . . .~ S02 . . )
V H;: dados ndo se ajustam a distribui¢io normal o

> teste<- sapply (colnames (dados), function (x)shapiro.test (dados[[x]])Sp. value)
> as.matrix(teste)
[,1]

20 80

vV SO2 e Precipitacio:

- Formato nao eliptico

V Indistrias e Populagio:

S02 9.723376e-06
Temp  2.214972e-02 - Indicio de formagdo
Indust 2.781101e-09 elfptica
Pop 3.622798e-08
ento 6,972580e-01
Precip 3.72531le-02
Dias 2.419457e-01
V Nio se rejeita a hipétese de normalidade para as
variaveis Vento e Dias
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« Griéfico das distancias generalizadas (X?):
Comentarios
o4 Ch\?agu
2 | . - E dificil construir um bom teste global de
S hoenix . . .
- normalidade conjunta em mais de duas

15

dimensoes

Distancias ordenadas
10
L

« Hipétese de normalidade aparenta estar violada

Vv As marginais aparentam ser normais? E aalgumas
combinacdes lineares de componentes X;?

0 5 10 15 V Diagramas de dispersdo de diferentes caracteristicas
el % tém aparéncia eliptica?

V Grifico detectou possiveis outliers nos dados multivariados

_ Desvio da variabilidade natural dos dados V Hé outliers que devessem ser verificados?
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+ Hipétese de normalidade individual é menos crucial em
situacdes em que o tamanho amostral é grande e as
técnicas dependem da média amostral (ou de distancias
envolvendo essa média)
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